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cekung ke atas 


cekung ke bawah : 


fungsi naik 


fungsi turun 


gradien 


garis singgung 


garis normal 
hilai maksimum 
hilai minimum 


titik stasioner 


titik belok 


turunan 


GLOSARIUM 


"Jika grafik fungsi terletak di atas semua garis singgungnya pada 


suatu interval tertentu. 


Jika grafik fungsi terletak di bawah semua garis singgungnya pada 
suatu interval tertentu. 


: sebarang fungsi f(x) dimana x bergerak ke kanan, maka grafik 


fungsi tersebut bergerak ke atas atau naik. 


: sebarang fungsi f(x) dimana x bergerak ke kanan, maka grafik 


fungsi tersebut bergerak ke bawah atau turun. 


: kemiringan, ukuran seberapa cepat nilai fungsinya berubah: 


nilai turunan fungsi di titik singgungnya. 


: kurva bidang pada titik yang diketahui ialah garis lurus yang 


“hanya menyentuh” kurva pada titik tersebut. 


: garis yang tegak lurus terhadap garis singgung pada titik singgung. 
: nilai terbesar dari suatu fungsi pada interval tertentu. 
: nilai terkecil dari suatu fungsi pada interval tertentu. 


: titik pada kurva yang mengakibatkan kurva tersebut tidak 


naik dan tidak turun. 


: jika fungsi cekung ke atas pada satu sisi dan cekung ke bawah pada 


sisi yang lainnya dari I. 


: laju perubahan suatu fungsi terhadap perubahan peubahnya. 
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PENDAHULUAN 
A. Identitas Modul 


Mata Pelajaran : Matematika Peminatan 


Kelas : XII 
Alokasi Waktu : 12 jam pelajaran 
Judul Modul : Aplikasi Turunan Fungsi Trigonometri 


B. Kompetensi Dasar 


3.4 Menjelaskan keberkaitan turunan pertama dan kedua fungsi dengan nilai 
maksimum, nilai minimum, selang kemonotonan fungsi, kemiringan 
garis singgung serta titik belok dan selang kecekungan kurva fungsi 
trigonometri 

44 Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan nilai maksimum, nilai 
minimum, selang kemonotonan fungsi, dan kemiringan garis singgung 
sertatitik belok dan selang kecekungan kurva fungsi trigonometri 


C. Deskripsi Singkat Materi 


Konsep turunan adalah subjek yang banyak berperan dalam aplikasi 
matematika di kehidupan sehari-hari di berbagai bidang. Konsep turunan 
digunakan untuk menentukan interval fungsi naik/turun, keoptimalan fungsi 
dan titik belok suatu kurva. Untuk memahami apa yang akan Ananda pelajari 
dalam modul ini, perhatikan ilustrasi berikut. 


Coba bayangkan ketika Ananda mendaki gunung. Ananda akan memulainya di 
kaki gunung, kemudian perlahan bergerak ke atas sampai tiba di puncak 
gunung. Ketika berada di puncak gunung Ananda merasa berada di titik paling 
atas bukan? Nahh setelah itu Ananda turun kembali menuju lembah sampai 
tiba di kaki gunung kembali. Pergerakan Ananda mendaki gunung dapat 
diilustrasikan dengan gambar sebagai berikut: 


B 


Gambar 1 C 


Dari ilustrasi tersebut, ketika Ananda bergerak dari titik A menuju ke titik B, 
Ananda akan bergerak naik hingga sampai puncak, kemudian Ananda 
bergerak dari titik B ke titik C, pergerakan Ananda akan turun, demikian juga 
ketika Ananda bergerak dari titik C ke D Ananda akan bergerak naik. Deskripsi 
ini menggambarkan fungsi naik untuk pergerakan dari A ke B, fungsi turun 
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untuk pergerakan dari B ke C. Dari Gambar 1 juga dapat kita lihat terdapat 
puncak dan lembah. Nahh ketika Ananda berada di puncak berarti Ananda 
akan berada di titik maksimum, demikian juga ketika Ananda berada di bawah 
akan berada di titik minimum. Inilah yang disebut titik ekstrim atau titik 
puncak yang bisa berarti maksimum atau minimum. 


Terdapat berbagai pemanfaatan aplikasi turunan dalam kehidupan sehari- 

hari, yaitu: 

» Salah satu penerapan turunan yang paling umum adalah penentuan nilai 
maksimum dan minimum. Hal tersebut dapat diamati dengan seberapa 
sering kita mendengar atau membaca istilah keuntungan terbesar, biaya 
terkecil, kekuatan terbesar, dan jarak terjauh. Nilai balik maksimum suatu 
fungsi pada domain f dapat berupa nilai maksimum mutlak atau nilai 
maksimum relatif. Begitupun dengan nilai minimum, dapat berupa nilai 
minimum mutlak dan nilai minimum relatif. Jika dalam interval tertentu 
terdapat dua nilai maksimum atau lebih, nilai maksimum mutlak (absolut) 
adalah nilai tertinggi sedangkan yang lainnya merupakan nilai maksimum 
relatif, begitupun sebaliknya. Jika terdapat dua atau lebih nilai minimum 
pada suatu fungsi, maka titik terendah merupakan nilai minimum mutlak 
(absolut), sedangkan yang lainnya merupakan nilai minimum relatif. 

» Turunan dapat digunakan untuk menentukan kecepatan dan percepatan 
sehingga sering digunakan dalam pekerjaan dan penelitian yang 
membutuhkan ilmu fisika. Selain itu percepatan juga digunakan dalam 
menghitung laju percepatan pada kegiatan lempar lembing, lempar 
cakram, menembak, dan lain-lain. Setiap waktu dan percepatannya 
mempunyai nilai yang dapat diketahui melalui fungsi turunan. 

» Dalam membuat konstruksi bangunan, percampuran bahan bahan 
bangunan yang di lakukan oleh arsitek, pembuatan tiang-tiang, langit- 
langit, ruangan, dan lain lain menggunakan turunan sehingga bangunan 
terlihat cantik dan kokoh (optimal). Pembuatan kapal, pesawat, dan 
kendaraan lainnya menggunakan turunan. 

» Kegunaan penurunan, terdapat juga pada guick count. Dalam perhitungan 
tersebut, terdapat juga perhitungan yang baik sehingga dapat mempunyai 
perhitungan yang maksimal. 

» Dalam dunia penerbangan, turunan mempunyai fungsi terpenting untuk 
menentukkan laju pesawat dengan cepat. Pesawat akan mengikuti 
navigasi dari tower yang berada di bandara. Setiap laju pesawat akan 
terdeteksi pada navigasi (menggunakan perhitungan kalkulus otomatis) 
sehingga laju pesawat tidak salah arah dan percepatannya sesuai dengan 
panduan dari tower. (Brainly.co.id) 


D. Petunjuk Penggunaan Modul 


Modul ini dirancang untuk memfasilitasi Ananda dalam melakukan kegiatan 
pembelajaran secara mandiri. Untuk menguasai materi ini dengan baik, ikutilah 
petunjuk penggunaan modul berikut. 


1. Berdoalah sebelum mempelajari modul ini. 
2. Pelajari uraian materi yang disediakan pada setiap kegiatan pembelajaran secara 
berurutan. 
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3. Perhatikan contoh-contoh penyelesaian permasalahan yang disediakan dan kalau 
memungkinkan cobalah untuk mengerjakannya kembali. 

4. Kerjakan latihan soal yang disediakan, kemudian cocokkan hasil pekerjaan 
Ananda dengan kunci jawaban dan pembahasan pada bagian akhir modul. 

5. Jika menemukan kendala dalam menyelesaikan latihan soal, cobalah untuk 
melihat kembali uraian materi dan contoh soal yang ada. 

6. Setelah mengerjakan latihan soal, lakukan penilaian diri sebagai bentuk refleksi 
dari penguasaan Ananda terhadap materi pada kegiatan pembelajaran. 

7. Di bagian akhir modul disediakan soal evaluasi, silahkan mengerjakan soal 
evaluasi tersebut agar Ananda dapat mengukur penguasaan terhadap materi pada 
modul ini. Cocokkan hasil pengerjaan dengan kunci jawaban yang tersedia. 

8. Ingatlah, keberhasilan proses pembelajaran pada modul ini tergantung pada 
kesungguhan Ananda untuk memahami isi modul dan berlatih secara mandiri. 


E. Materi Pembelajaran 


Modul ini terbagi menjadi 2 kegiatan pembelajaran dan di dalamnya terdapat 
uraian materi, contoh soal, soal latihan dan soal evaluasi. 


Pertama : Kemiringan Garis Singgung dan Kemonotan Fungsi Trigonometri 
Kedua : Nilai Maksimum, Nilai Minimum, Kecekungan, dan Titik Belok 


Fungsi Trigonometri 
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1 


Kemiringan Garis Singgung dan Kemonotan Fungsi Trigonometri 


A. Tujuan Pembelajaran 


Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini, diharapkan Ananda dapat menjelaskan 
keberkaitan turunan pertama fungsi trigonometri dengan kemiringan garis 
singgung dan selang kemonotonan fungsi (interval fungsi naik dan fungsi 
turun) dan dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan kemiringan 
garis singgung serta persamaan garis singgung dan selang kemonotonan 
fungsi trigonometri. 


w 


Uraian Materi 


Dalam mempelajari modul Aplikasi Turunan Fungsi Trigonometri ada beberapa 
materi prasayarat yang harus dipelajari kembali, diantaranya adalah rumus turunan 
atau diferensial fungsi aljabar dan fungsi trigonometri beserta sifat-sifatnya dan 
rumus dasar persamaan trigonometri. 


Oa ?JJ———aa 


7/4 Untuk u- u(x) dan v- v(x), berlaku: 


» yssinu — y-cosu.u' 
» y-cosu — y's--sinu.u' 
» ystanu — y'- sec2u.u' 
» yscotu — y-—-csc2u.u' 
» y-secx — y'-secxtanx 
» y-cscx — y'--cscxcotx 
» y-cosu — y'--ncos"1uy.sinu.u' 
» yssinu — y'-nsin -1y.cosu.u' 
» ys5ax S— yan" 1 
» yu SD ySnu"-Lu' 
» ysuty 5 ysu'tv' 
» ySU.Y —D YSULV#U.V' 
u U'V—U.V' 
» h daa 5» ys 5 


P4 Untuk menentukan himpunan penyelesaian dari persamaan trigonometri sederhana, 
perhatikan rumusan berikut. 
» sinx-sina 
X—@Atn2n 
X5 (n-a)tn.2r 
» cosx-cosa 
X—atn.2n 
X5-Atn27 
» tanx-tana 
X—atn. 
neB-4...,-2,-1,0,1,2,.. 4 dan zdapat diganti dengan 180» 
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Nah pada modul pembelajaran kali ini Ananda akan mempelajari di interval dimana 
fungsi naik dan fungsi turun serta statsionernya. 


Kemiringan Garis Singgung 


Perhatikan Gambar 2 berikut! 


Misalkan P adalah sebuah titik tetap pada 
suatu kurva dan andaikan @ adalah 
sebuah titik berdekatan yang dapat 
dipindah-pindahkan pada kurva tersebut. 
Koordinat titik P adalah (c, fc)), titik 9 
mempunyai koordinat (c # h, fc # h)). 
Tali busur yang melalui P dan 9 
mempunyai kemiringan atau gradien 
fteth)— fto) 
Mp3 SP 
i Garis I merupakan garis singgung kurva 
Garis singgun di titik P. Kemiringan (gradien) garis 
singgung | adalah: 
mf (c)-— lim mp9 
am EN 
-lm—— 


h50 h 


Gambar 2. Konsep kemiringan garis singgung 


Persamaan garis singgung kurva y - flx) dititik (xi , y1) adalah y - yi - m (x- x), 
dy 

dengan m-f (M)- (e 
AxI xx, 

Garis normal adalah garis yang tegak lurus terhadap garis singgung pada titik 


singgung. Persamaannya adalah y - yi - - —. &-x1). 
m 


Catatan: 

Pengertian dua garis sejajar dan tegak lurus sering 

muncul dalam persamaan garis singgung. 
Misalkan garis g: y - mix # ci sejajar garis 
h:y- mpx 4 c» di mana m1 dan m2 masing-masing 
gradien dari garis g dan h, maka m1 - m2. 
Misalkan garis g: y - mix & ci tegak lurus garis 
h:y - mpx 4 c» di mana m1 dan m2 masing-masing 
gradien dari garis g dan h, maka m1. m2- -1. 
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Tentukan gradien garis singgung kurvay -sin (2x-7) dix - 5. 


Penyelesaian: 


“« Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
ys-sin (2x - 3 


2-2 cos (2x —T) 


ax 
« Tentukan gradien garis singgung m 
—- Y 
“— dx x—1 
2 


ms 2cos (29 -7) — 2 cos “E —2 (-:v3) — —/3 
Jadi, gradien garis singgung kurva adalah —)3. 


Tentukan persamaan garis singgung dan garis normal pada kurvay - tan x di tiik 
berabsis - 


&, 
“0 


Penyelesaian : 
« Tentukan titik singgung (x1,y1) 
absis - x dan ordinat - y 
X1 5 Syistanxi 
yi stan 5 
- 3 
- aya - TT 
Jadi, titik singgungnya (x1, y1) - ka V3) 
# Tentukan turunan pertama fungsi y 
d 
y- tanx 5 T — sec”x 
« Tentukan gradien m 
— gar2T — (912 — 
aa sec” 5 2) 4 
3 


# Tentukan persamaan garis singgung 
y-y 5m (x-x1) 
Sy V3 4x3) 
5 3y-3V3 512x - 4n (kedua ruas kalikan dengan 3) 
5 12x - 3y-41 4 3V3-0 
# Tentukan persamaan garis normal 
5 da na Hx -x1) 
Sy-N3-— 5 (x-3) 
512y-12V3--3x4tn (kedua ruas kalikan dengan 12) 
5 3x4t12y-1-12V3-0 
“ Kesimpulan 
Jadi, persamaan garis singgung kurva y- tan x di tiik berabsis 5 adalah 12x - 3y - 


41x # 3V3 - 0 dan persamaan garis normalnya adalah 3x 4 12y -1-12v3 - 0. 
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Diketahui kurva y - cos? (x 4 159) pada interval 00 « x « 900. Tentukan persamaan 
garis singgung yang tegak lurus dengan garis 6x # 3y-1- 0. 


Penyelesaian : 


“« Tentukan turunan pertama fungsi y 
y- cos? (x4 159) 
— - — —2cos(x #15”) sin(x #15”) 
— —sin2(x #15”) 
— —sin(2x #30”) 
# Tentukan gradien garis singgung 
Misal garis h: 6x # 3y-1- 0 
il 
Na Gan SDm--—2 
Misal g adalah garis singgung kurva, karena garis g tegak lurus garis h (g L h), 
maka m3. mp--—1 
Mg . (-2) — —1 
1 


TN 


« Tentukan titik singgung (x1,y1) 
dy 
Mp 5 — 
2 ga x5X4 


$ — —sin(2x, #30?) 


1 
sin(2x, #30”) — — 


sin(2x, #30?) —sin210?  (sinx-sinamakax-atn.27danx- (x-a)tn.27) 
2x4 300- 2100 4n.3600 atau 2x 4 300 - (1800 — 2100) 4 n.3602 


2x 51809 #n.360» atau 2x — —60? 4 n.360» 
xXx -900 4#n.1802 atau x - -300 #n.180» 
n-0—5x-902 nz1—x- 150» (tidak memenuhi 0? sxs 902) 


» x-900»y-cos? (90? 4159) - cos? (1057) 
cos (1050) - cos (602 # 45») 
z cos 60» cos 45 - sin 60» sin 45» 
11 1 m—1 
-57(V2 — V6) 
1 ne MN: 
y 5 c05? (1059) - (3 (V2 —VG)) —--(B — AV3) 51—1V3 
Jadi, titik singgungnya (x1,y1) - E,3- TV3) 


# Tentukan persamaan garis singgung 

y -ya 5 mg (x-— xi) 

1 1 1 

05-13) -26-D 

S4y-241V3-2x-7 (kedua ruas kalikan dengan 4) 

& 2x-4y-14t2-V3-0 
“ Kesimpulan 
Jadi, persamaan garis singgung kurva y - cos? (x 4 159) pada interval 00 « x « 90» 
dan tegak lurus dengan garis 6x #3y-1- O adalah 2x-4y-142-V3- 0. 
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Kemonotan Fungsi 


Secara grafik, jika kurva suatu fungsi merupakan sebuah kurva mulus, maka fungsi 
monoton naik dan fungsi monoton turun dapat dengan mudah Ananda amati. 
Misalnya untuk grafik fungsi yang digambarkan dibawah ini, Ananda dapat 
mengatakan bahwa fungsi y - flx) monoton naik pada interval x « a atau x » b, 
monoton turun pada interval a « x « b. Kadangkala istilah monoton bisa dihilangkan 
sehingga menjadi fungsi naik dan fungsi turun. 


Gambar 3. Interval kurva naik dan turun 


Secara aljabar pengertian fungsi naik dan fungsi turun adalah sebagai berikut. 


Definisi 1 


Ingat kembali bahwa turunan pertama f '(x) memberikan makna kemiringan dari 
garis singgung pada grafik f di titik x. Jika f'(x) » 0, garis singgung naik ke kanan (lihat 
Gambar 3), jika f '(x) « 0, garis singgung jatuh ke kanan Untuk menyelidiki atau 
mencari interval di mana fungsi naik dan di mana fungsi turun, Ananda dap 
menggunakan turunan pertama seperti teorema berikut. 


Teorema 1 


Gambar 3 Fungsi naik dan fungsi turun 
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Agar Ananda lebih mahir dalam menentukan interval di mana fungsi naik dan turun 
pada fungsi trigonometri, pelajari contoh berikut. 


Tentukan interval fungsi naik dan fungsi turun dari fungsi trigonometri 
fx) - cos x pada interval |0, 3609). 


Penyelesaian : 
# Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
fk) -cosx 
fR)--sinx (turunan y - cos xadalahy' - -sinx) 
« Tentukan pembuat nol fungsi f'(x) 
F0 
-sinx -0 (kalikan kedua ruas dengan (-1)) 
sinx-0 


x - 09, 1809, 3600 
# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 
1 1 1 1 
Lo PO) -—2 f' (2109) -2 
! SWx0 f)?20 


0? 180” 360” 
Gambar 4 Uji nilai f' (x) 


“ Kesimpulan 
» Syarat f(x) naik adalah f' (x) » 0, sehingga berdasarkan Gambar 4 f(x) naik 
pada interval 1802 « x « 3602. 


» Syarat flx) turun adalah f (x) « 0, sehingga berdasarkan Gambar 4 f(x) turun 
pada interval 0? « x «d 180». 


Tentukan interval fungsi naik dan fungsi turun dari fungsi trigonometri 
fx) - sin 2x pada interval (0, z|. 


Penyelesaian : 
# Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
fk) - sin 2x 
f'R)-2 cos 2x (turunan y - sin ax adalahy' - acos ax) 
& Tentukan pembuat nol fungsi f'(x) 
FW:0 
2 cos 2x -0 (kalikan kedua ruas dengan 3 
cos 2x - 0 
COS 2x - cos aa (cosx -cos amakax-a#tn.27danx—--atn.27) 
2x —Tan.2n 2x ——T4n.21 
an sa 
X57in. X5 
NO 5 x-5 n51 5x 


4 4 
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“# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


PM! f0 | FA | 
F0 FAO | F0 | 
Tt 37 
0 FN Pn IT 
Gambar 5 Uji nilai f (x) 


0, 


“ Kesimpulan 
» Syarat flx) naik adalah f' (x) » 0, sehingga berdasarkan Gambar 5 flx) naik 
pada interval 0 sx « 5 atau T cXsn. 
» Syarat flx) turun adalah f (x) « 0, sehingga berdasarkan Gambar 5 f(x) turun 
37 


- Tt 
pada interval Pe an 


C. Rangkuman 


“ Gradien garis singgung di titik (x1 ,y1) adalah m 5 f (x,) — ln LT 


# Persamaan garis singgung kurva y - flx) dititik (x1 ,y1) adalah y -yi - m (x-x1), 
ay 
dengan m-f (1) - (e 
AxI xx, 
“# Garis normal adalah garis yang tegak lurus terhadap garis singgung pada titik 


singgung. Persamaannya adalah y - yi - - 2 &-x1). 
m 


# Misalkan f fungsi yang terdefinisi di selang I. 
» Fungsi f disebut naik pada selang I jika untuk setiap x1 dan x» di I, dengan 
X1 €x2 maka flx1) « f2). 
» Fungsi f dikatakan turun pada selang I jika untuk setiap x, dan xp di I, dengan 
X1 €x2 maka flx1) “fte). 
# Misalkan f fungsi yang terdefinisi di selang / dan f mempunyai turunan di I. 
» Jikaf'(x) 5 0 dalam selang I, maka f merupakan fungsi naik. 
» Jikaf'(x) « 0 dalam selang I, maka f merupakan fungsi turun. 


YA 


naik naik 


|£W30 f“x)c0 f'x)350 
| » 
Oo a b Kx 
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D. Latihan Soal 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat. 
1. Gradien garis singgung kurvay - tanx di x-— 5 adalah .... 


A. -3 
B. -—2 
C. -1 
D. 2 
E. 3 


. Gradien garis singgung kurvay - sin (2x #-) dix - - adalah .... 
2. Grad k 2x 45) dix- Fadalah 


A. 3 
B. —V2 
Ce, —1 
D. »v3 
E. V3 


3. Gradien garis singgung kurvay - V3 sin x- cos x di titik berabsis x - — adalah na 


Dp 3 

B2 
2 

Cc. 

DA 

E. 


4. Persamaan garis singgung kurvay - cscx di titik (309, 2) adalah .... 
y 5 —2/3(x — 307) — 2 

y 5 —/3(x 4 302) - 2 

y 5 —2/3(x — 300) #2 

y 5 /3(x — 30”) #2 

y5 /3(x — 30”) -— 2 


H DN 


5. Persamaan garis normal dari fungsi y -tanx di titik (4 7, 1) adalah ... 


A. y5--4xt 1741 


B. y--1xt 17-1 
C. y--41x-17-1 
D. y--1x-17-1 
E. y5-1x41741 


6. Diketahui garis g menyinggung kurvay - sin x # cos x di titik yang berabsis -n. 
Garis g memotong sumbu Y dititik .... 


A. Ga 
B. (0, 1) 
Ce (0, 
D. (0,z) 
E. (0,15) 
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7. Grafik fungsi f(x) - sin x akan turun pada interval... 
00 xx « 902 

00 «xx « 180» 

900 « x « 1800» 

900 xxx 270» 

2700 « x « 3605 


HOP 


8. Grafik fungsi flx) - cos 2x akan naik pada interval .... 


A. Oxxet 
2 


TC 
B. p KET 


TC 31 
C. -xxx — 
2 2 
D. -xx« 21 
E. nxx« — 


TC 
A Oxxe- 
B. Oxx«r 
C. -xxcm 
TT 37 
D. -xxc — 
2 2 
E. 7sx«c2n7 


10. Grafik fungsi f(x) - cos? (x 4 109) pada interval 0 « x« 902 akan..... 


turun 

naik 
turun-naik-turun 
turun kemudian naik 
naik kemudian turun 


1 SAY» 
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Pembahasan Latihan Soal Kegiatan Pembelajaran 1 


1. Gradien garis singgung kurvay - tanx di x -— z adalah .... 


Jawaban: D 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
yztanx 


d 
D — sec?x 
ax 

€. 


# Tentukan gradien garis singgung m 


m - sec? (2) 5 
Penyelesaian: 
(V2) -2 


“ Jadi, gradien garis singgung kurva adalah 2. 


2. Gradien garis singgung kurvay - sin (2x # 3) dix- 5 adalah .... 
Jawaban: A 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
yssin (2x # 43) 
D9 COos( 2x # 5 
P ax 6 


# Tentukan gradien garis singgung m 


3 6 
“& Jadi, gradien garis singgung kurva adalah —v3 . 


m-200(20) 13) -205(5) -2(-319) 15 


3. Gradien garis singgung kurvay - V3 sin x- cos x di titik berabsis x - “ adalah an 
Jawaban: E 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
y-“3sinx-cosx 
— V3 cosx# sin x 


ax 
# Tentukan gradien garis singgung m 
—- Y 
— dx Pa 
6 


Tt “IT 1 1 3 1 
MSN3 cos z H sin 2-3 (2V3)45-242-2 


“ Jadi, gradien garis singgung kurva adalah 2. 


4. Persamaan garis singgung kurvay -cscx di titik (309, 2) adalah .... 
Jawaban: C 
Penyelesaian: 


0, 


# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
y-cscx 

d 

&- cscxcotx 

ax 


# Tentukan gradien garis singgung m 
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m — —csc 30? cot 300--2(V3) -—23 
“ Tentukan persamaan garis singgung di titik (309, 2) 
y-y-m(x-x1) 
Sy-2--—2V3 (x- 309) 
Sy 5-03 (x-30”) #2 


5. Persamaan garis normal dari fungsi y -tanx di titik (4 7, 1) adalah ... 


Jawaban: E 

Penyelesaian: 

# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
y- tanx 
- 5 sec”x 

# Tentukan gradien garis singgung m 


— sai na 
ms sec (2) - (V2) -2 
“ Tentukan persamaan garis normal di titik (& 1) 
1 
pa ea) 
1 
Saat AA 
it 


Sy 25th 


6. Diketahui garis g menyinggung kurvay - sin x # cos x di titik yang berabsis -. 


Garis g memotong sumbu Y dititik .... 
Jawaban: E 
Penyelesaian: 


# Tentukan turunan pertama dari fungsi y 
y- sinx#tcoSx 


dy $ 
— COSxX — SN X 


ax 
# Tentukan gradien garis singgung m 
—- Y 
“— dx 15 
2 


Tt “1 
m3scos5-sin7-0-1 -—-—1 
# Tentukan titik singgung (x1,y1) 
.. XT Tt 
Yasin HOSE 1-0-1 
Jadi, titik singgungnya (x1,)1) - e 1) 
# Tentukan persamaan garis singgung 
y-y2 5m (x-x1) 
Sy-1--1(x-5) 
Tt 
EN ka au 1 
# Tentukan titik potong dengan sumbu Y 
x205y-04541-541 


Jadi, garis g memotong sumbu Y dititik (0, 2 t1) 
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7. Grafik fungsi f(x) - sin x akan turun pada interval... 
Jawaban: D 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
JW) - sin x 
f'R)-cosx 
# Tentukan pembuat nol fungsi f'(x) 
F)-0 
cosx - 0 
x- 905, 2700 
# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


| M60)-3! f(180)--1 | f (800) -5 | 
LO SO | f0 
0 905 2705 3602 


“ Kesimpulan 
Syarat f(x) turun adalah f (x) « 0, sehingga f(x) turun pada interval 
900 xxx 2709. 


8. Grafik fungsi flx) - cos 2x akan naik pada interval ... 
Jawaban: B 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
fx) - cos 2x 
FR) -2sin 2x 
# Tentukan pembuat nol fungsi f '(x) 
f)-0 
—2 sin 2x —0 
sin 2x- 0 
x-0, an 21m 
2enan 


# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


6: 
IPO | F0 | f WMO | f0 


YA IA 3 AI PR V3 | 


0 T TT 31 27 
& Kesimpulan ? 2 
Syarat f(x) naik adalah f (x) » 0, sehingga f(x) naik pada interval 


Tt 31 
px en dan «Xx « 21. 


9. Grafik fungsi flx) - sin2x akan naik pada interval... 
Jawaban: A 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi f(x) 
fk) -sin?x 
fK)-2sin x cos x 5 sin 2x 
« Tentukan pembuat nol fungsi f'(x) 
f)-0 
sin 2x- 0 
x-0, Tn 2m 
2 
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“# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


Pa ae re 
FO FO | f0 | f WMO | 
0 5 mt : 21 


“ Kesimpulan 
Syarat f(x) naik adalah f (x) » 0, sehingga f(x) naik pada interval 
Oxxc Edan cxc 


10. Grafik fungsi f(x) - cos? (x 4 109) pada interval 0 « x« 902 akan..... 
Jawaban: D 
Penyelesaian: 
« Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
fx) - cos? (x # 109) 
fk) - -2c0s (x # 109) sin (x # 109) — -sin 2(x #10») 
« Tentukan pembuat nol fungsi f'(x) 
f)-0 
-sin 2(x 4109) - 0 
sin (2x # 200) - 0 


sin (2x t 200) - sin 0s (sinx-sinamakax-atn.27danx- (7-a)tn.27) 
2x 4 200 - 00 4 n.360» atau 2x # 20” - (1802 —09) - n.360s 

2x 5-20 4 n.3602 atau 2x - 1609 # n.360s 

x-5 2100 4 n.180» atau x - 800 4 n.180» 

nz1—bx-21709 n-0—x-80» 

n-2—x-3500 nz1—x- 2600 


0, 


# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


PG) -—1| F05) -5 IP (1850) - —2 | F (275) 25 | 
PO fM30 | FO f0 | f0 


0 805 1709 260” 3509 


0, 


“ Kesimpulan 

» Syarat f(x) naik adalah f(x) » 0, sehingga f(x) naik pada interval 
800 xx «1709 dan 2602 « x « 3509. 

» Syaratflx) turun adalah f(x) « 0, sehingga f(x) turun pada interval 
00x x« 809, 1700 xx « 2600” dan 3509 « x « 3609. 

» Jadi, pada interval 0» « x « 90 grafikk fungsi turun kemudian naik. 
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E. Penilaian Diri 
Ananda isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, 
berilah penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi 
tanda centang pada kolom pilihan. 


Jawaban 
No. Pertanyaan 
Ya Tidak 

1. | Apakah Ananda mampu menentukan turunan fungsi 

trigonometri ? 
2. | Apakah Ananda mampu menentukan kemiringan garis 

singgung suatu kurva trigonometri? 
3. | Apakah Ananda mampu menentukan persamaan garis 

singgung pada fungsi trigonometri? 
4. | Apakah Ananda mampu menentukan persamaan garis 

normal pada fungsi trigonometri? 
5, | Apakah Ananda mampu menentukan interval fungsi naik 

pada fungsi trigonometri ? 
6. | Apakah Ananda mampu menentukan interval fungsi 

turun pada fungsi trigonometri ? 

Catatan: 


Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran, 


Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya. 
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2 


Nilai Maksimum, Nilai Minimum, Titik Belok, dan Kecekungan 
Fungsi Trigonometri 


A. Tujuan Pembelajaran 


Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini, diharapkan Ananda dapat menjelaskan 
keberkaitan turunan pertama dan kedua fungsi trigonometri dengan nilai 
maksimum, nilai minimum, titik belok dan selang kecekungan kurva fungsi 
trigonometri dan dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan nilai 
maksimum, nilai minimum, titik belok dan selang kecekungan kurva fungsi 
trigonometri. 


B. Uraian Materi 


Titik dan Nilai Stasioner Fungsi Trigonometri 


Titik stasioner terjadi apabila fla) -0 
garis singgung pada kurva di 
titik tersebut merupakan garis 
horisontal. Perhatikan Gambar a 
disamping. 


Definisi titik stasioner diberikan 
sebagai berikut: 


Gambar 1. Titik stasioner 


Definisi 1 


Tentukan titik dan nilai stasioner fungsi y- flx) - cos 2x pada interval 0 sx S 27 
Penyelesaian : 
“ Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
fx) - cos 2x 
fW)3--2sin 2x (turunan y - cos ax adalahy' - -asin ax) 
“ Syarat stasioner 
FW:0 P 
-2sin2x -0 (kalikan kedua ruas dengan — 5 


sin 2x-0 
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sin 2x - sin 0 (sinx- sin amakax-atn.27danx- (7-a) tn.27) 
2x-04xn.27 2x5 xtn.27 
xan.r xehan. 
z Tt 
n-50 5—x-0 HO pt 
n21 Sx FA 


CA Br NE RA 

“ Menentukan nilai stasioner 

x-0 — f0)-cos2(0)-cos0-1 

: — IB z cos 25) zcosm--1 
x—17 —fim-cos2(m)-c0os27-1 

"T- 3 - cos 2) -cos37--1 

xX-27 —f2m-cos2(27)-c0s47-1 
“ Kesimpulan 

» Nilai stasionernya adalah- 1 dan 1. 

» Titik stasionernya adalah (0, 1), (& —1), (z, 1), (e3 -1) dan (27 1). 


| 


Uji Turunan Pertama untuk Menentukan Titik Maksimun, Titik 
Minimun, dan Titik Belok 

Perhatikan Gambar 2 berikut, menentukan titik maksimum, titik minimum, dan titik 
belok menggunakan uji turunan pertama, diuraikan dalam sifat berikut. 


Titik maksimum 


f'la)-0 


Titik belok 
SL &)-0 


Titik minimum 


Tanda dari nilai f' 
' —0 
f 14 au 


44 


Gambar 2. Titik Maksimum, Titik Minimum, dan Titik Belok 


Sifat 1 
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Untuk lebih memahami lagi Ananda dalam menentukan titik maksimum, titik 
minimum, dan titik belok menggunakan uji turunan pertama, pelajari contoh berikut. 


Menggunakan uji turunan pertama, carilah titik maksimum dan minimum fungsi 


trigonometri y — cos 2x pada interval 0 sx s2r. 


Penyelesaian : 


“ Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
fx) - cos 2x 
fW)--2sin 2x 
Syarat stasioner 

FW:0 
-2sin2x -0 
sin 2x-0 
sin 2x - sin 0 

2x-04n.27 

xzn.r 

n-0 5—x-0 

n-1 »x-7 
Nn52 SXx-217 

“ Menentukan nilai stasioner 

— A0) -cos 2(0)-cos0-1 

» IH - cos 25) zcos7x--1 

5» Nm-cos2(7) -c0s27-1 

» 3 z cos 2) 2c0s37--1 

5—f2m-cos2(2m7)-c0s47-1 

» Nilai stasionernya adalah- 1 dan 1. 


0, 
“. 


2x1 74n.27 
Tt 
X——4n.n 
2 


(turunan y - cos ax adalahy' - 


-a sin ax) 


(kalikan kedua ruas dengan — 5) 


(sinx- sin amakax-atn.27danx- (7-a) tn.27) 


» Titik stasionernya adalah (0, 1), (5 —1), (z1), (es -1) dan (27, 1). 


» 


1 1 Blah aa | 73T. — : OIL —- 1 
Sg 2 Pan ba SG 2 
AI x 1 At ot 
TT 
0 2 u5 
Gambar 3 Uji nilai f (x) 


“ Kesimpulan 
» 
tanda dari # (positif) ke — (negatif) 

» 


dari — (negatif) ke 4 (positif). 


s Uji nilai fungsi f(x) pada garis bilangan dan beri tanda 


1-2 | 
De In 
371 


2 27 
2 


Titik (0, 1), (7, 1), dan (27, 1) merupakan titik balik maksimum, karena f' berubah 


titik (5 -1) dan (es -1) merupakan titik balik minimum, karena f' berubah tanda 
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Menggunakan uji turunan pertama, carilah titik maksimum dan minimum fungsi 
trigonometri y — sinx (1 #cosx) pada interval 0? « x « 909. 


Penyelesaian : 


“ Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
ft) -sinx (1-4 cosx) 
fW)-cosx (1-#cosx) #sinx (-sinx) (turunany -u.vadalahy' -u'vtwuv') 
f'(W)-cosx#cos2x- sin: x 
fW)-cosx#cos2x-(1-cos?x) (sin?x #cos?x—1) 
f(K)-2c0os2x #cosx-1 
» Syarat stasioner 
SW:0 
2cos2x tcosx-1—-0 
(2cosx-1)(cosx #1)-0 (faktorkan) 
cos x- . ataucosx--1 
x — 60 x-1800 (tidak memenuhi karena 0? « x « 90”) 
« Menentukan nilai stasioner 
1 3 


x 5602 5 (609) - sin 609(1 # cos 60) -zv3 (1-41) — :v3 (2) - V3 


sd 


Pe 


» Nilai stasionernya adalah "3. 


3 


» Titik stasionernya adalah (600, 23). 


& Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 
57 1 

| 94 f (5-7 V6 — 2v8 — V2) 

: VAN te badan V3 j2 4 | 

t — ' 

| | | fW) 


0 T 909 
Gambar 4 Uji nilai f (x) 


Pe 


0, 


» Kesimpulan 


Titik (600,23) merupakan titik balik maksimum, karena f' berubah tanda dari - 


(positif) ke — (negatif) 


Menggunakan uji turunan pertama, carilah titik belok fungsi trigonometri y — x - 
sin x pada interval 0 «x « 27. 


Penyelesaian : 


“ Tentukan turunan pertama fungsi flx) 
fx) -x4sinx 
fW-1-4cosx 
“# Syarat stasioner 
FW:0 
14-cosx -0 
cosx--—1 Hx-T 
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“ Menentukan nilai stasioner 
xX-71 — Ng—ntsin7—n 
» Nilai stasionernya adalah r. 
» Titik stasionernya adalah (7, 7). 
# Uji nilai fungsi f (x) pada garis bilangan dan beri tanda 


4m, 1 
123 Ns | 
| "3 H “4 3 2 
# ! 4 | 
| | | fW) 
0 7 27 
Gambar 5 Uji nilai f (x) 


“ Kesimpulan 
Titik (7, 7) merupakan titik belok, karena f' disekitar titik x - 7 tidak ada perubahan 
tanda (positif (4) ke positif ()). 


Uji Turunan Kedua untuk Menentukan Titik Maksimum, Titik Minimum, 
Kecekungan, dan Titik Belok 


Sebelum menentukan titik maksimum, titik minimum, kecekungan, dan titik belok 
menggunakan uji turunan kedua, Ananda harus memahami terlebih dahulu definisi 
turunan kedua. 


Definisi 2 


Tentukan turunan kedua fungsi trigonometri berikut. 
a. y-sin (2x47) 
b. y-cos2x 


Penyelesaian : 


a. y-sin (2x47) 


y'-2c0os (2x47) (turunany - sin u adalahy' -u' cosu) 

y"--4sin (2x47) (turunany - cos uadalahy' --u' sinu) 
b. y-cos2x 

y'5-2 cosxsinx (turunany - U2 adalahy' -2u.u') 

y'- -sin 2x (sin 2x -2sinxcosx) 

y"5-2c0s 2x (turunany - sin u adalahy' -u' cosu) 


Gambar 6 memperlihatkan grafik dua fungsi yang naik pada (a, b). Kedua grafik 
menghubungkan titik A ke titik B tetapi kelihatan berbeda karena melengkung dalam 
arah berlainan. Bagaimana Ananda dapat membedakan antara dua tipe kelakuan ini? 
Dalam Gambar 7 garis singgung pada kurva ini telah digambarkan pada beberapa 
titik. Dalam (a) kurva terletak di atas garis singgung dan f disebut cekung ke atas 
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pada (a, b). Dalam (b) kurva terletak di bawah garis singgung dan g disebut cekung 
ke bawah pada (a, b). 


B 


(b) cekung ke atas (a) cekung ke bawah 
Gambar 7 Kecekungan Fungsi 


Definisi 3 


Kriteria sederhana untuk memutuskan di mana kurva cekung ke atas dan di mana 
kurva cekung ke bawah dengan cukup Ananda mengingat dalam hati bahwa turunan 
kedua dari f adalah turunan pertama dari f'. Jadi, f' naik jika f” positif dan f' turun 
Jika f negative, sabagaimana teorema berikut. 


Teorema 1l 
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Jika kurva pada suatu titik P berubah dari cekung ke atas menjadi cekung ke bawah 
atau dari cekung ke bawah menjadi cekung ke atas maka titik P disebut titik belok. 
Secara umum, titik belok adalah titik tempat kurva berubahnya arah kecekungan. 


Definisi 4 


Agar Ananda lebih memahami lagi dalam menentukan kecekungan dan titik belok 
fungsi trigonometri menggunakan uji turunan kedua, pelajari contoh berikut. 


Tentukan interval di mana fungsi cekung ke atas dan cekung ke bawah dan carilah 
titik belok fungsi trigonometri y — x #- cosx pada interval 0 «x« 27. 


Penyelesaian : 


“ Tentukan turunan pertama dan turunan kedua fungsi f(x) 
fx) 5x4 cos x 
fW-1-sinx 
f" W)--cosx 


“ Syarat titik belok 
d0 
-cosx -0 


TT 37 
cosx- 0 Sxedanx- — 


« Hitung nilai flx) 
Tt 


Tt TT. Tt Tt 
2 aa SN Sa CO 5 


37 37 37 


37. 37 
MA Na MU Dera 


“# Uji nilai fungsi f(x) pada garis bilangan dan beri tanda 


1 mt 1 Si 5m, 1 
Y@-- | P@H-1 el 
| t 


f"W) 


Tt 31 
— Kadi 27 
0 2 2 


Gambar 8 Uji nilai f” (x) 
“ Kesimpulan 
» Fungsi f(x) cekung ke atas pada interval 5 CX 3 karena f” (x) 50 


» Fungsi f(x) cekung ke bawah pada interval 0 « x « 5 atau T «x X 27mkarena 


J"t)x0 
» Titik (&2) dan (&) merupakan titik belok, karena di titik x — £ gan x — 2 
a13 219 2 2 
terjadi perubahan kecekungan. 
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Penerapan lain dari turunan kedua adalah pengujian untuk nilai maksimum dan 
minimum yang merupakan akibat dari Uji kecekungan. 


Teorema 2 


Agar Ananda lebih memahami lagi dalam menentukan nilai maksimum dan nilai 
minimum fungsi trigonometri menggunakan uji turunan kedua, pelajari contoh 
berikut. 


Menggunakan uji turunan kedua, carilah titik maksimum dan minimum fungsi 
trigonometri f(x) — x # sin 2x pada interval 0? « x « 180. 


Penyelesaian : 


“ Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(x) 
fk) -x4#sin 2x 


fW)-1-42c0os 2x (turunan y - sin ax adalahy' - a cos ax) 
f'@)--4sin 2x (turunan y - cos ax adalahy' - -asin ax) 
“ Syarat stasioner 
FW-0 
1t2cos2x -—0 
1 
COS 2x — — 2 
cos 2x - cos 120» (cosx- cos wmakax-atn.27danx —-atn.27) 


2x 51200 4n.3609 atau 2x — -—1200 4 n.360» 
X5 600 4n.1802 atau x — -60? 4 n.180» 
n50 5 x-60» ataun-1 5» x-120» 


“ Menentukan nilai stasioner 


x-600 — (609) - 600 4 sin 1200-1473 

x-600 — f(1209) - 1200 4 sin 2400- “— v3 
# Uji turunan kedua 

f'@)--4sin 2x 

f"(609) - -4 sin 1200- (-4) 5 V3 - —2V3 «0 


f" (1200) - —4 sin 2400- (-4)(— 5V3) -2V3» 0 


- 


Kesimpulan 

Titik (600, 
3 

Titik (1209, — 53) merupakan titik balik minimum, karena f” 0. 


4 2-3) merupakan titik balik maksimum, karena f“ « 0. 
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Bagaimana menyelesaikan masalah fungsi trigonometri dalam kehidupan sehari- 
hari? Untuk memahaminya, pelajari Contoh 7 berikut. 


Sebuah rumah panggung dihubungkan dengan sebuah tangga menuju halamannya. 
Tangga tersebut ditopang oleh kayu dengan tinggi 2 m dan berjarak 2 m dari rumah. 
Jika permukaan tanah disekitar rumah dianggap datar dan tinggi tiang penyangga 
rumah tegak lurus pada permukaan tanah, tentukan panjang minimum dari tangga 
rumah tersebut. 


Penyelesaian : 


0, 


Buat pemodelan dari permasalahan 


Misalkan 9, dengan 0 « 9 « 3 


adalah sudut antara tangga dan 
permukaantanah dan panjang 
tangganya adalah u  v, maka 


. 2 2 
sin9 — -5—u - — dan 
Uu sin 


2 
cos d AAU 


Gambar 9. Panjang tangga rumah 


Sehingga panjang tangga dapat dimodelkan dalam bentuk fungsi berikut 
(MO —ubu— —-4 — 2csc0 -2sec0 


sing cosd 


Tujuan kita adalah mencari nilai minimum dari fungsi tersebut. 


« Tentukan turunan pertama fungsi f (90) 
f@) — 2csc0 -2sec0 
f'(9)--2cscdcotd -2sec9 tand 


“ Syarat stasioner 
FW:0 
-2 cscgcotdt2sec0 tand -0 


sec tan0 -cscdcotd 
1 sind 1 cosd 


cos@cos9g  sin0 sing 
sin?9 

cos89 

tan'9-1 

tan0-1 

9 — F, karena 0x 9 «5 


“ Menentukan nilai stasioner 


9-7 5 AP -2csc7 #2sec7 - 2v2 4 2v2 -4V2 


“ Kesimpulan 
Jadi, panjang tangga minimum dari rumah ke tanah adalah 4/2 m. 
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C. Rangkuman 


Misalkan f fungsi trigonometri yang yang mempunyai turunan. Jika f' (a) - 0, 
maka flx) stasioner di titik x - a, dengan 

» Nilaifla) disebutnilai stasioner f(x) dix- a. 

» Titik (a, fla)) disebut titik stasioner 


Misalkan f fungsi trigonometri yang yang mempunyai turunan dan f (a) - 0 

» Jika nilai fbertanda positif dix ca dan bertanda negatifdi xza, maka (a, 
fla)) disebut titik maksimum lokal. 

» Jika nilai f'bertanda negatif dix «dc dan bertanda positifdi x»c,maka (c, 
ftc)) disebut titik minimum lokal. 

» Jika disekitar titik x — b tidak ada perubahan tanda nilai f', maka (b, /b)) 
disebut titik belok horisontal. 


Jika f '(x) (turunan pertama suatu fungsi) diturunkan lagi terhadap x, maka akan 
diperoleh turunan kedua fungsi flx) terhadap x, ditulis dengan f'"'(x) atauy"' atau 


df dy 


Jika grafik f terletak di atas semua garis singgungnya pada suatu selang I (f' naik) 
maka grafik disebut cekung ke atas. 


Jika grafik f terletak di bawah semua garis singgungnya pada suatu selang I 
(f' turun) maka grafik disebut cekung ke bawah. 


Andaikan f terturunkan dua kali pada selang terbuka (a, b) 
» Jikaf" (x) 5 0 untuk semua x dalam (a, b), maka f cekung ke atas pada (a, b) 
» Jikaf" (x) « O untuk semua x dalam (a, b), maka f cekung ke bawah pada (a, b) 


Misalkan f kontinu di c. Titik (c, f(c)) dinamakan titik belok dari grafik f jika f 
cekung ke atas pada satu sisi dan cekung ke bawah padasisi yang lainnya dari I. 
Menentukan titik belok suatu grafik fungsi maka di cari nilai cjikaf" (c) - 0. 


Andaikan f' dan f"' ada pada setiap titik dalam selang terbuka (a, b) yang 
memuat c, dan andaikan f''(c) - 0. 

» Jikaf" (c)« 0, maka ffc) adalah nilai maksimum lokal f. 

» Jikaf" (c)2 0, maka flc) adalah nilai minimum lokal f. 


D. Latihan Soal 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat. 


1. 


2 


Pada interval 00 « x & 180p, nilai stasioner dari fungsi f(x) - sin 2x diperoleh 
pada... 

A. x-450 danx - 1359 

B. x-09,x- 905, danx - 180» 

C. x- 0odan x- 1450 

D. x- 650 danx- 1350 

E. x-450 danx - 1659 


Agar f(x) - sin (2x #b) mempunyai nilai stasioner pada x - 369, maka nilai b harus 
sama dengan .... 


A. -180 
B. —146 
C. 10» 
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D. 146 
E. 18 


3. Salah satu nilai stasioner dari fungsi flx) - 2 # cos?x adalah .... 


Hoop 
IE Wb 0 


4. Titik stasioner dari fungsi f(x) - tan2x adalah untuk nilai x - .... 
A. 409, 4501 
B. (1805, 36001 
C. 4459, 36001 
D. 4905, 18090) 


E. 4450, 90 
5. Pada interval 09 « x & 1809, nilai maksimum dari fungsi f(x) - sin x cos x adalah... 
A. 1 
B. : 
2 
Cc. 1/2 
2 
D. v2 
E. V3 
6. Nilai minimum dari fungsi f(x) - sin: x # sin x adalah .... 
A5 
4 
B. 0 
(2 
2 
2 
"4 
E.. 2 
dy 
7. Jika diketahui y - cos?x, maka Te t4ys.... 
x 
A. -—2 
B. -1 
C0 
D. 1 
E. 2 


8. Fungsiflx)- sin?x, 0x xs 27, cekung ke bawah pada interval..... 
Tt 
A. —xxx— 
4 4 
B. Tere Tdan0xxc3 
C O cxc Edan T ex «27 
D. Ore TE eU gan ex 2T 
2 4 4 4 
E 


mt 37 5m 71 
— sx «c — dan —« x« — 
4 4 4 4 
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9. Titik belok fungsiy- sinx # cos xpada interval |0, z| adalah .... 


A. 50) 
B. G0) 
Cc. &0 
D. C0) 
E. (70) 


10. Sebuah pancuran atap (talang) logam dengan permukaan berbentuk prisma 
memiliki sisi 30 cm dan alas mendatar 30 cm, sisi-sisi talang tersebut tersebut 
membentuk sudut yang sama besar, yaitu 0. Besar sudut @ agar kapasitas 
pancuran maksimum adalah .... 


An 5 S Xx R 
12 
Tt 

B. 2 

Cc 30 cm 
5 
Tn 

D. 2 

"NE Ke) fe) 

3 P 30 cm 9 


Pembahasan Latihan Soal Kegiatan Pembelajaran 2 


1. Pada interval 00 & x « 180p, nilai stasioner dari fungsi f(x) - sin 2x diperoleh 


pada... 
Jawaban: A 
Penyelesaian: 
« Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
fk) 5 sin 2x 
f'K)-2c0s 2x (turunan y - sin ax adalahy' - acos ax) 
“# Syarat stasioner 
f)-0 
2c0s 2x -0 (kalikan kedua ruas dengan 7 
cos 2x - 0 
cos 2x - cos 90» (cosx- cos amakax-atn.27danx--atn.27) 
2x - 90 4n. 360» 2x - -—900 4 n. 3600 
X 5450 #n.1800 X5 —450 4 n. 1805 
n-50 5» x-459 n31 5 x- 1359 


“ Kesimpulan 
Jadi, pada interval 0o & x s& 180p, nilai stasioner dari fungsi flx) - sin 2x 
diperoleh pada x- 450 danx- 135». 


2. Agar f(x) - sin (2x tb) mempunyai nilai stasioner pada x - 369, maka nilai b harus 
sama dengan .... 
Jawaban: E 
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Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 

fx) 5 sin (2x #b) 

f'K)-2c0s (2x tb) (turunan y - sin (ax#b) adalahy' - a cos (ax#b)) 
“ Syarat stasioner 

F)-0 

2 cos (2x tb)-0 (kalikan kedua ruas dengan 3 

cos (2x #b) -0 

cos (2x tb)-cos900 (cosx-cosamakax-atwn.27danx--0tn.27) 


2x tb —- 900 4 n. 3602 2x tb--9004n. 3602 
b-900- 2x 4n. 3602 b--900- 2x 4 n. 3602 

b 5902 - 2(369) tn. 3605 b 5 -902 — 2(369) 4 n. 3602 
b-1804n. 3602 b--1620 4n. 3602 

n-30 —» b-18 n51 5» x-1980 


“ Kesimpulan 
Jadi, agar f(x) - sin (2x tb) mempunyai nilai stasioner pada x - 369, maka nilai 
b harus sama dengan 18». 


3. Salah satu nilai stasioner dari fungsi flx) - 2 # cos2x adalah .... 
Jawaban: C 


Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
ft) 5-2 4 cos2x 


f'W)--2cosxsin x —-sin 2x (turunan y - u? adalahy' -2u.u') 
“ Syarat stasioner 
f)-0 
-sin2x- 0 (kalikan kedua ruas dengan (-1) 
sin2x-0 
sin 2x - sin 0» (sinx- sin amakax-atn.27danx:(1800-a) #n.27)) 
2x — 00 4 n. 3600 2x -1800 4 n. 3609 
X3 n.180» x-900 #n.1802 
n-0 5» x- 0s n-0 5» x-902 
n-1 5» x- 180» n-1bx-2702 


n52 5» x- 3602 

“ Nilai stasioner 
x-00— f(00)-2 #cos? (09) -3 
x 5909 — f(90) - 2 #cos2(905) - 2 
x 5180 — f(180») - 2 #cos2 (1805) - 3 
x- 2700 — f(2700) - 2 #cos2 (2709) — 2 
x 5 3609 — f(3609) - 2 # cos? (3605) — 3 
Jadi, nilai stasionernya adalah 2 dan 3. 


4. Titik stasioner dari fungsi f(x) - tan2x adalah untuk nilai x - ..... 


Jawaban: B 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dari fungsi flx) 
fk) -tan2 x (turunany - u2 adalahy' -2u.u') 
f'W)-2tanxsec2x (turunany - tanx adalahy' - sec2x) 
“ Syarat stasioner 
S)-0 3 
2tanxsec2x-0 (kalikan kedua ruas dengan S. 
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tanxsec2x-— 0 
tanx-0 atau sec2x- 0 (tidak ada nilai x yang memenuhi) 
x- 09, 1805, 360» 
“ Kesimpulan 
Jadi, titik stasioner dari fungsi f(x) - tan2x adalah untuk nilai x - 0s, 1800, dan 
3602 


5. Pada interval 00 xx « 1809, nilai maksimum dari fungsi f(x) - sin x # cos x adalah... 
Jawaban: D 


Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(x) 
fk) -sinx #cosx 
fR)-cosx-sinx 
f"W)--sinx-cosx 
“ Syarat stasioner 
f0 
cosx -sinx - 0 
cosx - sin Xx 
tanx-1 
X5 450, 2250 
“ Menentukan nilai stasioner 
Xx 5459 — N450) - sin 450 4 cos 450-7V2 # v2 — V2 
x-2250 — M2259) -sin2250 # cos 2250-—32 — v2 — —V2 
# Uji turunan kedua 
f"W--sinx-cosx 
x5450- —f"(459) -- sin 450 - cos 450 - — 52 — 52 — 20 
x-2250—f" (2259) - - sin 225” - cos 2250 552 #22 — V2» 0 
“ Kesimpulan 
Nilai f (459) — V2 merupakan nilai maksimum, karena f“« 0. 
Titik (2259) — —vV2 merupakan nilai minimum, karena f”» 0. 


6. Nilai minimum dari fungsi f(x) - sin: x # sin x adalah .... 
Jawaban: A 


Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(x) 
fx) -sin2x 4 sin x 
fW)-2sinxcosx #cosx-sin 2x #cosx (turunany — U2: adalahy' — 2u.u') 
f"R)-2c0s 2x-sinx (turunan y - sin ax adalahy' - a cos ax) 
“ Syarat stasioner 
S')-0 
2sinxcosx#tcosx -— 0 
cos x (2sinx #1)-0 
cosx - 0 atau sinx- —5 
x- 902,270 x 52100, 3305 
“ Menentukan nilai stasioner 
x-900 — f(909)-sin29004wsin900-141-2 


2 
x-2100 — M2109) -sin?21004sin2100-(—5) —2——1 


x-2700 — f(2709) -sin2 2700 #sin2700-1-1-0 
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NN 

x-3300 — M3305) -sin233004sin3300-(—:) —:- — 
# Uji turunan kedua 

f"W)-2c0s2x-sinx 

x- 90 —f"(909) -2 cos 2(909) - sin (902) -—2—1—- —3x0 

x-2100 —f"(2109) - 2 cos 22109) - sin (2109) - 215) — (-1) - 2-0 

x-2700 —f"(2700) - 2 cos 2(2709) - sin (2709) - 2(—1) — (—1) - —1-0 

x-3300 —f"(3305) - 2 cos 2(3309) - sin (3305) - 2) 5 3 - ? 0 
# Kesimpulan 

Nilai f (210) — f (3302) — — merupakan nilai minimum, karena f” - 0. 

2 


Sih 


7. Jika diketahui y - cos?x, maka : 1 t4ys... 
Xx 
Jawaban: E 
Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi y 
y- cos2x 
2 2 —2cosxsinx — —sin2x  (turunany-u? adalahy' -2u.u') 
2 
5 — —2C0S2x (turunan y - sin ax adalahy' - acos ax) 
d2y 


mt y 5 —2c00s2x 4cos'x 
— —2(2cos?x —1) #4cos?x (cos2x-2cos?x- 1) 
— —4c05?x #2 4 4cos?x 
—2 
8. Fungsi f(x) -sin2x, 0 sx s 27, cekung ke bawah pada interval... 
Jawaban: E 


Penyelesaian: 

# Tentukan turunan pertama dan turunan kedua fungsi f(x) 
fx) 5 sinzx 
f'W)-2sinxcosx-sin 2x 
f" W)-2cos 2x 

“# Syarat titik belok 


JI" M0 
2c0os 2x -0 
cos 2x - 0 
& cos 2x- cos 5 (cos x- cos amakax-a#tn.27danx —-atn.27) 
2x5 tn.2n 2x5 — 5 tn. 2x 
X5 Tanu X5 Tan. 
4 - 4 5 
n-0 B—x-- n-1 5 x- 
3 5 
Sa na Sara n-2 D x- 
# Uji nilai fungsi f(x) pada garis bilangan dan beri tanda 
Pp "07 | , Pen ' mellm, i 
PO. PA P2 A32 PA 
ee De De San De Dee Me 
' 1 ' | 1 1 
0 2 31 Sa Te 27 
4 4 4 4 


6, 


“ Kesimpulan 
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» Fungsi flx) cekung ke atas pada interval 0 « x « : atau T CX — atau 
sa «xx «21 karenaf (x) 20 


» Fungsi flx) cekung ke bawah pada interval : CX, 1 atau 3 CX gi 
karenaf(x) «0 


9. Titik belok fungsiy- sinx # cos xpada interval (0, z| adalah .... 
Jawaban: D 


Penyelesaian: 
# Tentukan turunan pertama dan turunan kedua fungsi flx) 
fk) -sinx 4 cosx 
f'W)-cosx-sinx 
f" W)--sinx-cosx 
# Syarat titik belok 
SJ" W)-0 
-sinx -cosx- 0 
-Sin x - COSX 
sinx 


5 —1 
CoSsxX 
tanx-—-—1 
37 71 
“aa 
& Nilai fungsi 
31 31 2. 37 31 
K5 Sf-Aasin— cos —S0 
4 4 4 4 
77 77. .. 7x1 77 
xX5— 5 f—)-sin—tcos—-0 
4 4 4 4 


# Uji nilai fungsif(x) pada garis bilangan dan beri tanda 


| Na bi Na Pn 
0 an si 21 


“ Kesimpulan 
» Fungsi flx) cekung ke atas pada interval 7 CX, ga karenaf (x)- 0 
» Fungsi flx) cekung ke bawah pada interval 0 « x « T atau si CX 21 
karenaf(x) « 0 
sa 37 77 ayu Inna 37 
» Titik (&, 0) dan (&, 0) merupakan titik belok, karena di titik x — En dan 
Xx — tai terjadi perubahan kecekungan. 


10. Sebuah pancuran atap (talang) logam dengan permukaan berbentuk prisma 
memiliki sisi 30 cm dan alas mendatar 30 cm, sisi-sisi talang tersebut tersebut 
membentuk sudut yang sama besar, yaitu 0. Besar sudut @ agar kapasitas 
pancuran maksimum adalah .... 

X 
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R 


30 cm 


P 30cm 0 
Jawaban: E 


Penyelesaian: 

“ Buat model matematika dari permasalahan 
Volume atau kapasitas pancuran maksimum, jika luas penampang talang itu 
maksimum. 
Misalkan tinggi pancuran terhadap bidang alas adalah t, makat- 30sin 9 


danx-30 cos 6 dengan 0 & Os 


Luas permukaan talang dinyatakan sebagai fungsi dari 9, maka 
L(9) - luas trapezium PORS 
5 (PO RS) Xt 
5730430 42x) Xt 
57 (60 42x) Xt 
2 30t-4xt 
- 30 (30sin 9) # (30 cos 0)(30 sin 9) 
z 900 sin 9-4 900 cos dsin 8 
z 900 sin 904 450sin20 
“« Tentukan turunan pertama fungsi f (90) 
L(9) — 900 sin 9 4 450 sin 29 
L'(0)-900 cos 4 #900 cos 24 
“ Syarat stasioner 
L'(x)-0 
900 cos @ 900 cos24 -0 
cos 9 t cos20-0 
cos 9 # (2cos20 -1)-0 
2cos20 #cos@ -1-0 
(2 cos@ -1)(cos@ #1) -0 


1 
cos @ 5 atau cos @ — —1 


0 — 2 0-7 (tidak memenuhi) 
“ Menentukan nilai stasioner 
mt TC. 1 217 1 1 
0 55 & L5) -900sin t 450 sin - 900 Gv3) 4450 —v3) - 675v3 
“ Kesimpulan 


- - $ Tt 
Jadi, agar kapasitas volume pancuran maksimum, maka besar suduta 9 — Pa 


@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 39 


Modul Matematika Peminatan Kelas XII KD 34 


E. Penilaian Diri 


Ananda isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, 
berilah penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi 
tanda centang pada kolom pilihan. 


Jawaban 


No. Pertanyaan - 
Ya Tidak 


Apakah Ananda mampu menentukan nilai dan titik 
stasioner fungsi trigonometri ? 


Apakah Ananda mampu menentukan nilai maksimum dan 
2. | minimum fungsi trigonometri dengan uji turunan 


pertama? 
3 Apakah Ananda mampu menentukan turunan kedua 
— | fungsi trigonometri? 
" Apakah Ananda mampu menentukan nilai maksimum dan 
— (| minimum fungsi trigonometri dengan uji turunan kedua? 
s Apakah Ananda mampu menentukan titik belok fungsi 
trigonometri ? 
6 Apakah Ananda mampu menentukan kecekungan fungsi 
trigonometri ? 
Catatan: 


Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran, 
Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya. 
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EVALUASI 


1. Gradien garis singgung kurva y -sin (x t 20”) padax - 10? adalah .... 
di 


A. - 
2 


B. :v2 
Cc. Za 
2 
DP. — 49 
2 
E —513 


2 
1 
2. Garis g menyinggung kurvay - sin x # cos x di titik yang berabsis 37 . Gradien garis 


yang tegak lurus pada garis g adalah .... 


A. 1-3 
B. 143 
ea | 
D. 5(V3-1) 
E. 5G v3) 
3. Diketahui garis g menyinggung kurva f (x) — 5. di titik (& 2). Garis g memotong 


sumbu Y dititik .... 


A. (0,2-5) 
B. (0,1) 
C0 
D. (0x) 
E. (0,2 45) 


4. Pada interval 20” « x « 609, gradien garis singgung kurva y - sin? (2x) adalah vV3. 
Dengan demikian maka absis titik singgungnya adalah .... 


A. 258 
B: 30” 
€:. 35” 
D. 40” 
E. 459 


5. Garis singgung kurva y - cos(2x #20”) sejajar dengan garis 2y tx #4 - 0. Salah satu 
absis titik singgung kurva adalah .... 


A. 358 
B. 550 
C. 659 
D.. 750 
E. 859 


6. Persamaan garis singgung kurvay - 2cosx # sinx di titik x - 0? adalah .... 
A. xtyt2-0 
B. xty-2-0 
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x-yt2 
x-y-2 
X-yt4 


4- 


OS 


11) 
S S0 


7. Persamaan garis singgung kurvay - 2sin x # sin 2x di titik x - 60” adalah .... 
2y -3V3 -0 

2yt#3V3 -0 

”-3V3 -0 

yt3V3 50 

xty-3V3 -0 


mop 


8. Grafik fungsi f(x) - cos?x akan turun pada interval... 
A. Oxxem 


B. Ocxc5 
C. Dexen 
D. Tera 
E. x7sx«27 


9. Pada interval 5 CX T maka grafik fungsi f(x) - cos 2x akan... 


selalu naik 

B. selalu turun 

C. naik kemudian turun 

D. turun kemudian naik 

E. naik kemudian turun kemudian naik 
10. fx) 5sinx#cosxsinx #cos?x sinx 4... untuk O sx « 
A. merupakan fungsi naik 
B. merupakan fungsi turun 
C. mempunyai maksimum saja 
D. mempunyai minimum saja 
E. mempunyai maksimum dan minimum 


11. Nilai stasioner dari fungsi f(x) - 2 sinx adalah ..... 


A. -2dan2 
B. -1dan1 
C. 0 

D. Odan1 
E. Odan2 


12. Nilai maksimum fungsi flx) - cos? (2x) dapat dicapai pada x sama dengan ..... 


A. 30» 
B. 450 
C. 60» 
D. 750 
E. 90» 


13. Pada interval 00 & x « 180p, nilai minimum dari fungsi flx) - cos (2x # 10”) diperoleh 


pada x-..... 
A. 450 
B. 550 
C. 650 
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D. 750 
E. 850 


14. Pada interval 5 «Xx «dr, nilai maksimum dari fungsi f(x) - 5 V2c0s2 x #sinx dapat 


dicapai pada x -..... 


A. -7 
2 
3 
C. 7 
4 
D. 27 
3 
4 
2 TI 1 : 14#sinx 5 
15. Titik minimum dari fungsi y — Peran pada interval 0s Xx «& 360» adalah .... 
A. (905, 2) 
B. (2705, 0) 
C. (450,142) 
D. (1505, 1) 
E. (305, 3) 


16. Pada interval 09 « x « 180» titik maksimum dari fungsi y — sinx # V3 cos x adalah .... 


A. (309,2) 

B. (450,4212) 
2 

C. (60?,V3) 

D. (1509, —1) 

E. (120,0) 


17. Nilai minimum dari fungsi flx) — x #2 cos x pada interval 0 «x « zradalah .... 
57 


AL Tema 
6 
57 V3 
an 
Cc - 43 
Dp. #43 
FE. 23 
6 


18. Titik maksimum dari fungsi y — 5 cos? x # sin2 x pada interval 0 « x « 180» adalah .... 


(03) 


B. (450, 252 


12 

C. (902,1) 
017 
D. (120 -a 


E. (1500, 4) 
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19. Diketahuiy -xsinx, makay" #y—..... 


A. sinxcosx 
B. 2c0sx 

C. cosx 

D. cosx-sinx 
E. 2c0sx-1 


20. Turunan kedua dari f(x) - sin? 2x adalah... 


A. 6sin2x 

B. 12 cos 4x 

C. 8 cos 4x 

D. 8sin 4x 

E. 3sin2xcos 2x 


21. Interval fungsi trigonometri f(x) - x- 3 cosx cekung ke bawah adalah... 


Tt 
A. Oxxxc— 
2 
B. Oxxcr 
C. -xx« 7m 
Tt 31 
D. —-xxx — 
2 2 

E. S—xxc27 


22. Interval fungsi trigonometri f(x) - cos2x cekung ke atas adalah... 
A. Oxxxd : 


3 NN — DIN IN -" 
| 
N 
» 
N 
| 


23. Titik belok fungsi trigonometri y - 2 - cos x adalah .... 


A. (0, 1) 
B. (52) 
C. (T,3) 
D. (53) 
E. (27,1) 


24. Sebuah ayunan bergetar dengan periode 1,5 sekon dan amplitudo ayunan sebesar 100 
cm. Ayunan mencapai percepatan maksimum pada detik ke..... 


Tae 
8 
B2 
Zz 
e2 
4 
D. 1 
E. 2 
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25. Dua orang pekerja bangunan hendak menarik tumpukan bahan bangunan di 
sepanjang bidang lurus. Apabila gaya yang diperlukan untuk menarik bahan bangunan 


seberat W dinyatakan dalam F(9) — Pe dengan 9 adalah sudut antara tali 
usin0-4#cosd 


dengan bidang datar dan y adalah koefisien gesekan. Apabila koefisien gaya gesek yi — 
z3, gaya minimum yang diperlukan oleh pekerja tersebut adalah .... 


A. V2 
B. 3 
3 
E- 53 
2 
D. 2/3 
3 
E. V3 
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KUNCI JAWABAN EVALUASI 


DID UBRUND 


- 
w 
luv Me” 31 v0 IN ap Ii IX Gp Ni 0 0 II Gp IN Gp Ie AN 0 0 HI Gp NG 03 NI 0.2 NAGA « 0 HI Gp NG Gp Nie 1 Gp NI ap Ng oo Bg « » Hg oo Ht ap) 
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